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摘 要： 相变判别在Ｄｕｆｆｉｎｇ振子弱信号检测中具有至关重要的作用，传统的判别算法复杂度高而精度低，限制
了Ｄｕｆｆｉｎｇ振子的应用，因而需要寻求更优的判别算法．本文通过欧拉方程建立正弦策动力Ｄｕｆｆｉｎｇ振子的状态方程，并
对Ｄｕｆｆｉｎｇ系统进行滤波估计，推导出系统扩展卡尔曼增益的递推表达形式，以此为据提出了一种联合卡尔曼增益递
推方程判别Ｄｕｆｆｉｎｇ系统状态的新方法，同时根据增益随信号幅度变化的规律，提出了运用联合系统对弱信号进行定
性和定量检测的方法，仿真验证表明，该方法可有效地对弱信号进行检测，相比传统Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数判别法，运算耗时降
低了两个数量级，且运算精度得到了显著提高．
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１ 引言

混沌是现代非线性科学中广为研究的领域之一，而

Ｄｕｆｆｉｎｇ系统作为混沌学研究中经典的非线性系统，因其
在弱信号检测［１］方面的优越性，得到了电子、通信、机

械、电力等各个领域的广泛应用．Ｄｕｆｆｉｎｇ振子微弱信号
检测的物理机理来源于对混沌的控制［２］，将待测弱信号

作为混沌系统的一种周期扰动引入系统，即使噪声很强

烈，也会使系统发生本质的相变，此时可通过辨识系统

状态转变作为待测信号被检测出来的依据．因此，相变
判别是系统检测的核心和重点．

目前科研工作者针对 Ｄｕｆｆｉｎｇ系统的状态判别进行

了大量研究，其中，文献［３］中采用相平面轨迹法作为系
统相变的判据，但其易受仿真时间等多种因素影响，效

率较低；文献［４］中采用双阵子差分的形式对相平面轨
迹法进行了改进，却仍然没有摆脱图像观察法的范畴．
一些定量检测的方法，如李雅普诺夫特性指数（Ｌｙａｐｕｎｏｖ
ＣｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃＥｘｐｏｎｅｎｔｓ）法［５］、Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ熵法、分维数
（ＦｒａｃｔａｌＤｉｍｅｎｓｉｏｎ）法［６］等解析方法，这些方法的特点是
可量化判定混沌现象，但判别时需要复杂的计算，实时

性较差，不符合工程应用的要求，这极大的限制了 Ｄｕｆｆ
ｉｎｇ振子在工程领域的应用，因此迫切需要寻求可以快
速判别Ｄｕｆｆｉｎｇ振子相变的方法．

本文在分析Ｄｕｆｆｉｎｇ非线性动力学系统运动特性的
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基础上，运用 ＥｕｌｅｒＭａｒｕｙａｍａ（ＥＭ）算法［７］建立系统的递
推形式；并提出了一种基于扩展卡尔曼滤波（Ｅｘｔｅｎｄｅｄ
ＫａｌｍａｎＦｉｌｔｅｒ，ＥＫＦ）［８］的Ｄｕｆｆｉｎｇ振子弱信号检测方法，该
方法通过对正弦信号 Ｄｕｆｆｉｎｇ系统的滤波过程中的卡尔
曼增益变化，在 Ｄｕｆｆｉｎｇ系统方程中加入卡尔曼增益递
推方程，用来对系统的周期相变进行判别，经过仿真验

证，该方法不仅可以实现对 Ｄｕｆｆｉｎｇ系统相变的定性判
别，而且通过设定阈值，可以对加入 Ｄｕｆｆｉｎｇ系统周期摄
动力进行准确的定量判别．

２ Ｄｕｆｆｉｎｇ系统模型分析

Ｄｕｆｆｉｎｇ方程可用式（１）表示：
ｘ̈＋ｋｘ－ａｘ＋ｂｘ３＝γｃｏｓω( )ｔ （１）

引入中间变量 ｙ＝ｘ，可以将式（１）转换为式（２），
ｘ＝ｙ
ｙ＝－ｋｙ＋ａｘ－ｂｘ３＋γｃｏｓ（ωｔ

{
）

（２）

通过对式（２）计算雅可比矩阵，从而对系统线性化
得到式（３）．

ｘ
[ ]ｙ ＝ ０ １

ａ－ｂｘ２ －[ ]ｋ· ｘ[ ]ｙ ＋γ· ０
ｃｏｓ（ωｔ[ ]） （３）

非线性滤波为一递推贝叶斯过程，需要将微分方

程转化为差分形式，因此借助 ＥＭ方程，Ｄｕｆｆｉｎｇ振子可
以由下面的状态方程形式（４）表示，即：
ｘ（ｎ＋１）＝ｘ（ｎ）＋ω·ｈ·ｙ（ｎ）＋ｖ（ｎ）
ｙ（ｎ＋１）＝（１－０．５·ω·ｈ）·ｙ（ｎ）＋ω·ｈ·［ｘ（ｎ）－ｘ３（ｎ）］
＋γ·ω·ｈ·ｃｏｓ［ω·（ｈ·ｎ

{
）］

（４）
这里令 ａ＝ｂ＝１，ｋ＝０５，这样就得到了系统的状

态方程，这里的 ｈ为仿真步长，ｈ应选取尽量小的值，
以保证更加精确的逼近 Ｄｕｆｆｉｎｇ系统模型，ｖ（ｎ）表示均
值为０，方差为 Ｑ的高斯白噪声．

根据式（３）求得系统状态的雅可比形式为式（５）：
Ｆｘ（ｎ）＝ｙ（ｎ）

Ｆｙ（ｎ）＝（１－ｘ２（ｎ））·ｘ（ｎ）－０５·ｙ（ｎ
{ ）

（５）

即：Ｄｕｆｆｉｎｇ系统的雅可比方程是容易获得的，因此
可运用ＥＫＦ的滤波方式对系统进行递推估计，容易实
现且具有较低的复杂度．

３ Ｄｕｆｆｉｎｇ系统滤波过程及增益推导

３１ 状态预测

３．１．１ 状态的一步预测

Ｘ^（ｋ＋１｜ｋ）
Ｙ^（ｋ＋１｜ｋ( )） ＝ｆＸ，Ｙ Ｘ^（ｋ｜ｋ）Ｙ^（ｋ｜ｋ( )） （６）

将 Ｘ^（ｋ｜ｋ），^Ｙ（ｋ｜ｋ）代入式（５）计算得到系统的雅
可比矩阵 ＦＸ（ｋ），ＦＹ（ｋ）．

３．１．２ 协方差的一步预测

对于ＥＫＦ的状态线性化，根据产生的预测估计的
误差，可以得到预测协方差为：

ＰＸ（ｋ＋１｜ｋ）＝ＦＸ（ｋ）ＰＸ（ｋ｜ｋ）ＦＴＸ（ｋ）＋Ｑ（ｋ） （７）
同理得到：

ＰＹ（ｋ＋１｜ｋ）＝ＦＹ（ｋ）ＰＹ（ｋ｜ｋ）ＦＴＹ（ｋ）＋Ｑ（ｋ） （８）

３２ 量测更新

３．２．１ 量测预测值

由 ｋ时刻的量测Ｚ（ｋ），对 ｋ＋１时刻状态 Ｘ（ｋ＋
１）、Ｙ（ｋ＋１）进行估计，表示为 Ｘ^Ｔ（ｋ＋１｜ｋ）、^ＹＴ（ｋ＋
１｜ｋ），有：
Ｚ^（ｋ＋１）＝ｈ（ｋ＋１，^ＸＴ（ｋ＋１｜ｋ），^ＹＴ（ｋ＋１｜ｋ）） （９）
量测协方差估计为：

ＳＸ（ｋ＋１）＝ＨＸ（ｋ）ＰＸ（ｋ＋１｜ｋ）ＨＴＸ（ｋ）＋Ｒ（ｋ） （１０）

ＳＹ（ｋ＋１）＝ＨＹ（ｋ）ＰＹ（ｋ＋１｜ｋ）ＨＴＹ（ｋ）＋Ｒ（ｋ） （１１）
其中的 ＨＸ，ＨＹ为系统量测的雅可比，因检测的实

时性为本文讨论的主要问题，对于系统的递推估计侧

重于状态方程的递推，因此，算法的量测方程可以假设

为系统当前状态加高斯白噪声的线性形式，ＨＸ，ＨＹ为
定值．
３．２．２ 计算卡尔曼增益

可以通过卡尔曼增益对系统状态方程和量测方程

进行修正，具体的表达式如下式

ＫＸ＝ＰＸ（ｋ＋１｜ｋ）ＨＴＸ（ｋ＋１）Ｓ－１Ｘ（ｋ＋１） （１２）
同理得到：

ＫＹ＝ＰＹ（ｋ＋１｜ｋ）ＨＴＹ（ｋ＋１）Ｓ－１Ｙ（ｋ＋１） （１３）
其中 ＫＸ、ＫＹ为最佳增益矩阵．此时，可使更新协方差
ＰＸ（ｋ＋１｜ｋ＋１）、ＰＹ（ｋ＋１｜ｋ＋１）达到最小．
３．２．３ 状态更新方程

Ｘ^（ｋ＋１｜ｋ＋１）＝Ｘ^（ｋ＋１｜ｋ）＋ＫＸ［ｚＸ（ｋ＋１）
－ｚ^Ｘ（ｋ＋１｜ｋ）］ （１４）

Ｙ^（ｋ＋１｜ｋ＋１）＝Ｙ^（ｋ＋１｜ｋ）＋ＫＹ［ｚＹ（ｋ＋１）
－ｚ^Ｙ（ｋ＋１｜ｋ）］ （１５）

３．２．４ 协方差更新方程

ＰＸ（ｋ＋１｜ｋ＋１）＝ＰＸ（ｋ＋１｜ｋ）－ＫＸＳＸ（ｋ＋１）ＫＴＸ （１６）

ＰＹ（ｋ＋１｜ｋ＋１）＝ＰＹ（ｋ＋１｜ｋ）－ＫＹＳＹ（ｋ＋１）ＫＴＹ （１７）

３３ 递推卡尔曼增益形式推导

下面对Ｄｕｆｆｉｎｇ振子的卡尔曼增益的具体表达式进
行推导，

由式（４）、（５）、（７）、（１０）、（１２）、（１６）可以得到：
ＰＸ（ｋ｜ｋ）＝ＫＸ（ｋ）·Ｒ（ｋ） （１８）

其中，式（１２）中，为简化运算，令 ＨＴＸ（ｋ）＝１，所以：
ＫＸ（ｋ＋１）＝ＰＸ（ｋ＋１｜ｋ）Ｓ－１Ｘ（ｋ＋１） （１９）

由式（５）和式（７）可以得到：
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ＰＸ（ｋ＋１｜ｋ）＝Ｙ２（ｋ）ＰＸ（ｋ｜ｋ）＋Ｑ（ｋ） （２０）
同样，由式（５）、（７）、（１０）可以得到：
ＳＸ（ｋ＋１）＝Ｙ２（ｋ）ＰＸ（ｋ｜ｋ）＋Ｑ（ｋ）＋Ｒ（ｋ）（２１）
联立式（１８）、（２０）、（２１），可以得到式（１９）的递推表

达，如式（２２）：

ＫＸ（ｋ＋１）＝
Ｙ２（ｋ）ＫＸ（ｋ）·Ｒ（ｋ）＋Ｑ（ｋ）

Ｙ２（ｋ）ＫＸ（ｋ）·Ｒ（ｋ）＋Ｑ（ｋ）＋Ｒ（ｋ）
（２２）

同理也可以得到关于 ＫＹ的递推方程．
联立式（４）和式（２２），即可得到关于系统 Ｘ方向位

置、Ｙ方向位置以及相应的Ｘ方向卡尔曼增益变化规
律．

４ 仿真实验

４．１ 仿真环境

仿真参数取值：系统量测的雅可比为 ＨＸ＝ＨＹ＝１，

仿真的抽样频率 ｆ＝１ｋＨｚ，即假设的仿真步长为 ｈ＝１ｆ

＝ １１０００，循环采样数为１０
５，为验证不同幅度的摄动对振

子状态的影响，系统初始周期策动力设为０８１，系统的
周期策动力频率为５０Ｈｚ，即ω＝１００πｒａｄ／ｓ仿真的系统
噪声 Ｖ（ｋ）和量测噪声 Ｗ（ｋ）设定为等值的零均值高斯
白噪声，检测信噪比为 －４０ｄＢ～１０ｄＢ，系统的初始化参
数设置为初始位置［ｘ０，ｙ０］＝［０１，０１］，初始系统协方
差为 Ｐ０ｘ＝Ｐ０ｙ＝１．
４２ 仿真结果

４．２．１ 新检测方法的图形分析

定性的仿真结果如下图 １～图 ４所示，其中，图 １
为加入正弦周期摄动力δ＝００１时的 Ｄｕｆｆｉｎｇ系统的 Ｘ
方向时域波形图及关于Ｘ、Ｙ方向的系统相图，由图可
以看出，当δ＝００１时，系统处于混沌状态，此时总的系
统策动力大小变为γ′＝γ＋δ＝０８２．

根据式（４）和式（２２）的递推，令

γ＝γ′＝γ初始＋δ摄动
经过仿真实验，可以得到如图２所示的，当周期摄

动力δ＝００１时，关于系统卡尔曼增益的仿真图形．另
外，为了提取仿真实验中卡尔曼增益的包络，本文采用

ｄｂ４小波基函数做 １２层小波分解，并提取其中的低频
分解系数，如图所示，从图中可以看出，在加入周期摄

动力δ＝００１时，系统卡尔曼增益的包络呈现一种包络
起伏的趋势．

随着加入的周期摄动力的增大，系统逐渐向大尺

度周期态转变，当δ＝００２时，系统相图呈现大尺度周
期态，此时总的系统策动力大小变为γ′＝γ＋δ＝０８３，
如图３所示，为加入摄动力δ＝００２时的Ｄｕｆｆｉｎｇ系统的
Ｘ方向时域波形图，同时，仿真也说明了使系统发生周
期相变的临界摄动力位于００１～００２之间，也即总的
策动力超过 ０８２～０８３之间的某个阈值时，系统发生
周期相变．

同样，可以得到周期摄动力δ＝００２，总策动力为
０８３时的系统卡尔曼增益及其包络的仿真图形，如图４
所示，系统的卡尔曼增益由混沌态时的包络起伏逐渐

转变到包络基本稳定的状态．
４．２．２ 新检测方法的定量判别

由对联合系统的图形分析可以看出，Ｄｕｆｆｉｎｇ系统
在由混沌态向大尺度周期态转变的过程中，卡尔曼增

益的包络发生了明显的改变，同时，针对增益的量态变

化，提出了卡尔曼增益均值进行 Ｄｕｆｆｉｎｇ系统量化检测
的方法，增益均值计算如式（２３），

珔ＫＸ＝
１
Ｎ
∑
Ｎ

ｉ＝１
ＫＸ（ｉ） （２３）

经实验发现：

当δ＝００１时，γ′＝γ＋δ＝０８２，此时 Ｄｕｆｆｉｎｇ系统
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处于混沌态，实验得到整个 Ｄｕｆｆｉｎｇ系统的卡尔曼增益
均值计算为０５６９５４８０２７６３１５２７．

当δ＝００２时，γ′＝γ＋δ＝０８３，此时 Ｄｕｆｆｉｎｇ系统
处于大尺度周期态，实验得到整个 Ｄｕｆｆｉｎｇ系统的卡尔
曼增益均值为０６１５９０９３１９３２８９３８．

由此可见，当 Ｄｕｆｆｉｎｇ系统的状态由混沌态跃变到
大尺度周期态，系统的卡尔曼增益均值由 ０５６９５变化
到０６１５９，由此可将０５６９５～０６１５９之间的数值作为系
统临界的相变判别阈值，具体需根据待判别的弱信号

频率不同进行设定（经仿真验证，信号频率对相变判别

阈值选取影响很小，可视具体情况进行微调）．
４．２．３ 电力谐波弱信号检测仿真

电力系统中谐波检测问题日益突出，准确检测谐

波参数具有重要意义，下面将运用新提出的 Ｄｕｆｆｉｎｇ系
统弱信号检测技术对谐波信号进行检测，并与传统的

相变判别法进行比较．
传统意义上对 Ｄｕｆｆｉｎｇ系统的定量状态判别，Ｌｙａ

ｐｕｎｏｖ指数法是其中最为经典、应用广泛的一种，它通过

计算系统的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数来判别系统的状态变化，当
最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数为正时，系统处于混沌状态，当最大
Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数为负时，系统处于周期稳定态．

将本文的检测算法与传统 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数检测法进
行比较，做了如下的仿真实验．

假设待测信号为 ｘ（ｔ）＝Ａｃｏｓ（ωｔ）＋ｎ（ｔ）的电力系
统谐波信号，其中 ｎ（ｔ）为高斯白噪声，Ａ为待测谐波信
号的幅度范围，实验采用幅度在［００１，００２］区间的１０４

个满足均匀分布的随机数，ω为待测谐波信号的角频

率，这里假定ω＝１００πｒａｄ／ｓ，根据前面的分析，系统临
界策动力位于 ０８２～０８３之间，为进一步提高检测精
度，系统临界策动力重设为０８２．

在－４０ｄＢ～１０ｄＢ不同信噪比条件下各进行１００次
蒙特卡罗仿真实验并取系统检测平均差错率，卡尔曼

增益检测阈值设定为 ０６１，分别从检测精度和运算时
间上对两种算法进行比较，得到的结果如图５所示．

由图可以看出，新算法在判别精确度上相比传统

的Ｌｙａｐｕｎｏｖ算法有了较大的改进，当信噪比等于－２０ｄＢ
时，Ｌｙａｐｕｎｏｖ算法差错率为 ０４８％，而联合增益判别法
差错率则只有００２％；

在运算复杂度方面，对两种算法做１００次蒙特卡洛
仿真的运算时间比较，如图 ６所示，Ｌｙａｐｕｎｏｖ算法的运
行时间要远远超过增益检测算法，对１００次蒙特卡洛检
测时间取平均，新算法耗时约为 ００１３ｓ，Ｌｙａｐｕｎｏｖ算法
约为５７９５ｓ，新算法耗时比 Ｌｙａｐｕｎｏｖ算法低 ２个数量
级．

５ 结论

随着Ｄｕｆｆｉｎｇ系统弱信号检测技术的广泛应用，研

２７２１ 电 子 学 报 ２０１２年



究快速的系统状态判别方法具有重要的意义，如在码

元传输速率很高的通信领域，借助快速的 Ｄｕｆｆｉｎｇ系统
弱信号检测技术，可以实现极低信噪比条件下的高码

率通信．本文运用扩展卡尔曼滤波方法对 Ｄｕｆｆｉｎｇ振子
的非线性递推过程进行了分析研究，推导了 Ｄｕｆｆｉｎｇ系
统在非线性滤波过程中的卡尔曼增益递推表达形式，

并将增益递推方程与 Ｄｕｆｆｉｎｇ振子的系统状态模型结
合，提出了一种新的弱信号检测方法，通过对新检测系

统的定性及定量分析，证明了新算法在区分周期相变

时的有效性，最后运用新检测方法对电力谐波弱信号

进行检测，与传统 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数检测法相比，新算法在
保证准确率的前提下可以更快地对弱信号进行检测．
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